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Exercice 1

Question 1 : On cherche la fonction de répartition on calcule done P(x < t)

P(X <t) = P(X < t|Pile) - P(Pile) + P(X < t|Face) - P(Face)

car Pile et Face forment un systeme complet d’événement.
Mais P(Pile) = p et P(Face) =1—p
De plus P(X < t|Pile) = P(U < t) et P(X < t|Face) = P(U < })
La fonction de répartition de U (qui suit une loi uniforme sur (0,1) est :
0s1t<0
PU<t)=qtsi0<t<l1
1sit>1

En sommant comme p = % on obtient

stt<0

b osi0<t<l1
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stt>1

En dérivant par morceaux on obtient la fonction de densité suivante :

o

stt<0

s s10<t<1
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Cette fonction est bien positive, en intégrant sur chacun des intervalles on ob-
tient bien P(X < t) et l'intégrale de cette fonction sur R vaut bien 1 car :

se1 [t]? 5 2 1
dr =20 — = ==4+=-=-==1
Jorerwe=ox [5], < [5] =55
Question 2 : On cherche la médianne de X c’est dire on cherche ¢ € R tel que

P(X < t) = 5. En regardant la fonction trouvée dans la question précédente

OnN remarque que % ne peut étre atteint que sur (0, 1).

Donc la médiane de X est %
Puis calculons I'espérance de X :

1 2 911 912

5t t 5t t 2
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(X) /0 6 +/1 6 [12}0%12}1 3

Question 3 : Faisons une disjonction de cas selon l'issue du résultat du pile ou
face.

Si pile se produit alors X =U =(1+0)-U

Si face se produit alors X =2-U = (141)-U

Donc si Y représente le lancer de la piece, c’est a dire Y = 0 si pile se produit et

Y =1 si face se produit, alors Y suit une loi de Bernouilli de parametre 1 — p.

Donc X = (1+Y)-U et comme le lancer de la piece et U sont indépendant U

et Y le sont aussi.

Puis comme U et Y sont indépendante :
EX)=E(14Y)-U)=E(1+Y)-EU)=(14+1-p)-
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Exercice 2

Question 1 : On cherche de nouveau la fonction de répartition :

0 s1t<0
Fit)=P(X <t)=P(WVU <t)={#si0<t<1

1 sit>1



On en déduit donc la fonction de densité de X :

0 sit<0
frem=<2s50<t<1

0 sit>1

Cette fonction est bien la fonction de densité de X car elle est positive en
intégrant on retrouve bien la fonction de répartiton de X et son intégrale sur R

vaut bien 1 car : )
/ 2tdt =[], = 1
0

Utilisons la fonction de densité de X :

E(X):/Rt-f(t)dt:/:%?dt: [Qf]zzg

Question 2 : Utilisons le théoréeme de transfert :

wjw

B(X) = BWO) = [ Vi1 = H -3

0

Comme X est une variable aléatoire positive on a :

1
E(X):/Rl—F(t)dt:/O (1—t2)dt:1—%:§

Question 3 : En utilisant le théoreme de Konig-Huygens on obtient:

Var(X) = BE(X?) — (E(X))?=E(U) - (E(X))* =< — () - —

Exercice 3

1) Calculons, Vt € Ry ,P(X > t)

P(X >t) = P(U, X; >t) = [[—; P(X; > t) Par indépendance des
variables X;

Or, chaques X; suis une loi exponentielle de méme parametre de méme
fonction de répartition F.

H?:l P(X; > 1) = H:'L:1 1-F(t) = H?:l 1= (1_6_/\t) = H?:l e M =M

Dot : P(X >t) = e

2) Notons Fx la fonction de répartition de X. Soit t € R, si ¢t € [—o00;0] :
Fx(t) = P(X < t) =0 car X est une variable aléatoire a valeures dans [0; co]



Site[0;00]: Fx(t)=P(X <t)=1-P(X >t)=1—e
En notant fx(¢) la fonction de densité de X, on obtient en dérivant la fonction
précédente :

fx(t) =

L o—nAt sinon

{0 sit<0

nXx

On reconnais une loi exponentielle de parametre n A
Selon le cours, son espérence est alors de n—l)\



