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Question de cours

» Rappeler le principe de la méthode de Monte-Carlo.

Soient X7, X5,...,X,, des variables indépendantes, de méme loi et de carré intégrable ayant pour densité fx. Soit ¢ une fonction définie sur

[a, b] telle que l'intégrale I existe.

- Nousavons + 3% | h(X;) —— I = fab Y(z) f(z)dz

n—oo

Exercice 1

Soient (Uy, ), et (V,,), deux suites de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. On suppose que ces variables aléatoires

sont indépendantes dans leur ensemble. On pose
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Question 1
+ Déterminer la loi de la variable X,,.
« Calculer la variance de Z,, et montrer que la suite (Zn) converge vers .

Lorsque I'on fait la simulation du tirage de 1000 points avec (Un) et (Vn) deux lois uniformes, on obtient le graphique suivant :
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Pour tout 2 € N*, on remarque que la variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli de paramétre a déterminer :

Soitn >1 ,

On considére la famille suivante (U = u) qui forme une famille totale, donc par la formule de probabilités totales dans le cas continue :
P(X,=1) = PU +V;? <1)
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On effectue le changement de variable u = cos(v) donc du = — sin(v)dv
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Pour tout i € N*, ona X;~ B(7}).
—— Ainsi, par définition de Z,,, on a:
VneN*, 27, ~ B(n, ) et §
Gréace au cours on a la variance d’une loi Binomiale :
n 4
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On va calculer I'espérance de la Z,, :
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Puis, d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :
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Or, lim md=m

= 0 donc d’apres la loi faible des grands nombres, (Zn) converge
n—oo MNE€

Question 2
Soitax € (0,1) ete > 0.
« ATlaide de I'inégalité de Chebishev, déterminer un entier n tel que
Vn>ng, P(|Z,—7>¢)<a
« Ecrire un algorithme qui retourne une valeur approchée de 7 a 10~ pres, avec une probabilité supérieure a 0.95.

D’aprés l'inégalité de Tchebychev, on a :

Ve >0
ViY]
P(Y ~E[Y]| > ) < —;
Soitn > 1Y = Z,, on obtient Ve > 0
ViZ ViZ
P20 —ElZ]| > ) < L2 o Pz, x| > ) < L0
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N o . . Var|Z,) . .. L. V[X]

Apres avoir términer le premier bloc de la question,posant o = > on obtient par équivalences succésives nny = o On cherche une

approximation de 7 a 1074,

D’aprés le calcul précédent, ona a = 0.05 et e = 1074 on peut alors calculer ng :

w(4—m)
0
nyg=——++1
0,05%10(4?
w(4d—m
n(2) —ngy — (—)2 =0
0,05%10(—4)

On se retrouve avec une équation du second degré que R peut résoudre seul avec les lignes suivantes :

a <- 0.05 #alpha
e <- 10A(-5) #epsilon
n <- (pi\*(4-pi)/n)/(a\*en2) +1

u <- runif(n)

v <- runif(n)
4*mean(un2 + vA2 < 1)

On obtient par exemple : [1] 3.141632

Question 3
Multipliant la variable Z,, par \/ﬁ

« Calculer la variance de la variable v/n (Z, — 7). Cette variance converge-t-elle vers 0 ? Vers une constante ?
Ona./n(Z, —m):
Var(y/n(Zn, —m)) =nxVar(Zy,)

Cette variance étant une constante, elle ne converge pas vers 0 mais vers une constante.

« Quelle loi connue fournit une bonne approximation de la loi de y/n(Z,, — ) ?

Zy, est une constante prés, une somme de lois de Bernoulli indépendantes, On peut donc I'approximer par une loi Binomiale de paramétre (n

(d’aprées la loi des X))

Exercice 2

On considére une suite (U, ) de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur (0,1) et la fonction

Vu € (Oa 1)7 (p(u) = (1 - ’U,)’U,3

Question 1

Pour tout n > 1, on pose

« Montrer que la suite Y,, converge, au sens de la loi des grands nombres, vers la limite Z définie ci-dessous

I= /Olcp(u)du

On admettra que Z = —

16 -
Vn,U, ~U(0,1) donc fi; (u) =1, ainsi par le théoréme de transfert, Z = E[p(U))].

D’aprés la loi forte des grands nombres, on a

lim Y, =E[p(U)] =1

n—oo

Question 2
« Calculer la variance de la variable aléatoire Y,.
. Soite =1073. Par I'inégalité de Chebyshev, donner une estimation du rang 7 a partir duquel on peut considérer que
P(Y,—Z|<e€) >0.95

Vip(U)]

Y}, est une moyenne empirique de ¢(U). On adonc V[Y,,] =
cette variance.
Or par le théoréme de transfert,
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D’aprés l'inégalité de Tchebychev, on a P(|Z,, — E[Z,]| > ¢€) < V[f"] =0,95

€
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On estime ainsin = >—2- ~ 12050
0,95¢

Question 3
On considére la loi f définie sur l'intervalle (0,1) de la maniére suivante :
Vv e (0,1) , f(v) = 6v(1 —v)

Soit (Vn) une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi de densité . Pour toutn > 1, on pose

« Montrer que la suite Z,, converge vers I
« Comparer la variance de la variable aléatoire Z,, a celle de la variable Y,,.

On pose ¢Y(z) = f((;)

n

i=1
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D’apres la loi forte des grands nombres , les w(Vz) étant indépendantes et carrés intégrables :

lim 2, = E[(V1)]

n—-+00

orE[(V4)] = [y ¥(2) f(z)dz = [y p(a)de =1

— lim Z,=1
n—-+0o

*Comparons les variances :

D'aprés la quest 2 on a Var(Y,) = %(21—0 —I?)

Var(Z,) = Var(p(Vi)) _ ER(V)I-ERM)” _ ElpV:) |—1I?

n n n

oronaE[y(V;)?] = fol W(z)? f(x)de = fol Qﬁc((z); = 01 “36—3(13; =+

Dot Var(Zy,) = + x (15 — I?)
Ainsi :

Var(Yy) < Var(Z,)

Question 4

Le deuxieme algorithme est moins efficace car Var(Y,,) = 0,0114417 < Var(Z,) = 0,0169908 ralgorithme est plus précis pour une
variable aléatoire de variance minimale".
Question 5

sona [ f,(z)dz = fol coz®(1 —z)dz = co((aL+1 — a+r2) —Cp—i—— =1

Alors :

ca = (a+1)(a+2)

oy L ! _
Var(Zy) =2 ( (@+)(at2)(B—atl) )

L'algorithme est le plus précis lorsque Var(Zﬁ‘) est minimale. La valeur minimale est atteinte en o = 2.

1,1
Var(Z2}) = —(57 I?%)

s

 Pour la question 1, le facteur multiplicatif de la variance était % — (ﬁ)2 = 0,0011 alors que celui de la quest 5 est

5 — (9£)%* =0,0031

La variance de la question 5 est inférieur & celle de la question 1 donc 'algorithme de la question 5 sera plus précis.
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.Par indépendance des V.a et le théoreme de Koenig-Huygens on calcule
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