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Exercice 1

- Deux serveurs surveillent deux flux de trafic internet. Le premier
Repere, en moyenne une anomalie par seconde, Le second,
une anomalie toutes les deux secondes. Soit N le nombre
d'anomalies repérées par le serveur k en une seconde.

Q1 : Quelle est la loi des N ?

Q2 : Quelle est la loi suivie par le total d'anomalies
reperées par seconde par les deux serveurs



Exercice 2

Soit h une fonction continue sur un intervalle [, J] de longueur L
possédant un unique zéro xo sur cet intervalle. De plus h(z) <0

pour z < Zoet h(x) > 0 pour T > Zo. On considére l'algorithme

suivant :

- On tire au hasard B selon ¢/(0, L) jusqu'a avoir h(I + B) > 0
- On tire au hasard A selon /(0, B) jusqu'a avoir h(I + A) <0

- On fait une recherche dichotomique sur[A, B]a une
précision ¢

On cherche a calculer la complexité moyenne de cet
algorithme. On notera Ng le nombre d'étapes nécessaires pour
geneérer B, N4 le nombre d'étapes pour générer A et Np le
nombre d'étapes nécessaires pour faire la dichotomie. Le
nombre total d'opérations est note N



Q1 : Comment exprimer E[N] en fonction de Np, Na, Np ?

Q2 : Pour un algorithme de dichotomie classique, que vaut Np ?
o — 1
L

Q3 : Exprimer E[Ng] en fonction de f =
Q4 : Exprimer E[N 4| en fonction de f
Q5 : SoitT = B — A, exprimer Fr(x)
Q6 : Est-ce que fT existe ? Prouvez votre réponse.

Q7 : Exprimer E|Np| en fonctionde f,L,¢



Q1 : Comment exprimer E[N] en fonction de Np, Na, Np ?
E[N] = E[Ng] + E[N4| + E[Np]

Par linéarité de I'espérance



Q2 : Pour un algorithme de dichotomie classique, que vaut Np ?

L
On cherche Np le plus petit possible t.q. : — < ¢

2ND —
L
d’ou :Np = [log2 <E>-‘



ZE()—I
L
Bestvalidessi: h(I+B)>0 < I+ B>xg < B>uxz9—1

Q3 : Exprimer E[Ng] en fonction de f =

.y
Or:IP’(B>:UO—]):1—IP>(B§:EO—I):1—xOL — 1

Et Np est le nombre de tirage jusqu’a avoir B valide

Donc : N ~ Geom(PP(B valide ))

1
Finalement : E|[Npg| = =7



Q4 : Exprimer E[N 4] en fonction de f

Par la formule de I’espérance totale on a : E[N4| = E|[E[N4|B]]

Exprimons E[N4|B]| :

Sachant une réalisation particuliere de B, (B =b), on a :
AlB=b~U(0,b)

Aestvalidessi: h(I4+A) <0 <= [+ A<xg) <= A<xg—1

Cl?o-]_fL

OI‘ZIP)(A<$Q—[|B:[)): 7 b

Et : Na|B =b~ Geom(P(A valide |B = b))

b
Dot : E[N4|B =b] = —

fL



Q4 : Exprimer E[N 4] en fonction de f

Une réalisation valide de B, (B = b), implique b € [fL, L]

Ainsi apres la premiere phase on a B ~U(fL, L)
L
Et : E[N,] = E[E[NA|B| :/ E[NA|B = b] f5(b)db

FL
Lo 1 1 L
EM““‘A;fLU=<ﬂLﬂ“‘ﬂi—fﬂﬁ/;bdb
1 L2 f2L2
2
B[N, = 117

2f- 1



Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
Fr(z)=P(T <z)=P(B—-A<ux)

En appliquant la formule des probabilités totales, on a :

Fr(x) = /fz P(b— A<z|B=0b)fg(b)db

Fr(z) = /f (1 P(A < b)) f(b)db

L

OI‘ aprés 1a deuxiéme phase on a A ~U Z/{(07 fL) : J’ai fait une erreur durant la séance

P(A<t):f— ,sitel0, fL]

{P(A<t)=1 ., sit> fL

| P(A<t)=0 ,sit<O0
Ainsi :

(PA<b—2)=%E sib—x €0, fL]
SP(A<b—1x)=1 sib—x > fL
P(A<b—2)=0 ,sib—ax <0




Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
De plus, comme T est la longeur de l'intervalle [A, B|, on sait que :

Fr(z)=0 ,six <0
Fr(z)=1 ,six>1L

Ainsi on peut se limiter au calcul de Fr(x) pour z €[0, L]
On a donc, pour f < 0,5 et x €[0, fL] :

Fr(z) = /fL(1 _P(A < b—z|B = b)) fp(b)db

Fr(r) = /fin (1 — b;;) fB(b)db + /f;m(l — 1) fB(b)db
Fr(z) = v



Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
On a donc, pour f < 0,5bet x €|fL,(1— f)L]:

Fr(z) = /fzu “P(A < b—z|B=0)) fz(b)db

Fr(z) = /f Z(l - 0)a(bis+ | fm(l - ‘H”) Fa)ds+ |

L
A = pz (- )

L

fL4+x

(1—=1)fp(b)db



Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
On a donc, pour f <0,betx €|(1— f)L, L] :

Fr(z) = /fzu “P(A < b—z|B=0)) fz(b)db

Fr(z) = /;(1 —0)fB(b)db+ /xL (1 - bf_Lx> fB(b)db

- (z-1L)?
T

FT(CE) =1



Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
Finalement pour f < 0,5 :

( 2

2f(1x—f)L2 ,six €|0, fL]
Fr(x) = < (1_1f)L (CB — fTL) ,six e|lfL,(1— f)L]
\1_ Qf(écl__l}))LQ 781336 [(1_f)L7L]




Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
On a donc, pour f > 0,5et z € [0,(1 — f)L] :

Fr(z) = /fzu “P(A < b—z|B=0)) fz(b)db

Fr(z) = /ffo (1 - b;f) f5(b)db + /L (1—1)fp(b)db

L fL4+x

$2

) = 5ia -




Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
On a donc, pour f > 0,5et x €|(1 — f)L, fL]:

Fr(z) = /fzu “P(A < b—z|B=0)) fz(b)db

Fr(z) = /f z (1 _ b;;) f5(b)db

1 — f? x
20— HL2 7L

FT(Z') =1-




Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
On a donc, pour f > 0,5 et x €|fL, L] :

Fr(z) = /fzu “P(A < b—z|B=0)) fz(b)db

Fr(z) = /;(1 —0)fB(b)db+ /xL (1 - bf_Lx> fB(b)db
(x— L)

=150 e




Q5 : Soit T = B — A, exprimer Fr(x)
Finalement pour f > 0,5 :

( 2

2f(1x—f)1L2 2 ,six €|0,(1— f)L]
Fr(z) =1 —ssippe + 75 stz €l(l— )L, fL]

\]‘_2;(%1_—1}))112 six e [fL, L]




Q6 : Est-ce que fr existe ? Prouvez votre réponse.

Pour que fr existe il faut que Fr soit continue
et dérivable presque partout.

Les trois portions de la définition de Fp sont dérivables, dans chaque cas
Ainsi, si Fr est continue alors fr existe.
On peut vérifier que les limites a droite et a gauche sont identiques
a chaque jonction et dans chaque cas.

On en déduit que Fr est continue, donc fr existe.
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